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1 Théoreme des valeurs intermédiaires

1.1 Propriété (Théoréme des valeurs intermédiaires)

Théoréme des valeurs intermédiaires

f est une fonction continue sur [a, b]. Pour tout nombre k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins
un élément ¢ de [a, ] tel que f(c) = k.

Exemple

Considérons la fonction f(z) = 2% — z + 1 sur lintervalle [0, 2].
— O =Tt f(2) =7
— Soit k = 3 (compris entre 1 et 7)
— D’apres le théoréme, il existe ¢ € [0, 2] tel que f(c) =3
— En effet, f(1) =1 et f(2) =7, donc par continuité, il existe ¢ € [1,2] avec f(c) =3
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1.2 Conséquences

Conséquences

— L’image d’un segment par une fonction continue est un segment : f([a,b]) = [m, M]

— Si f est continue sur [a,b] et f(a)f(b) < 0, alors "équation f(z) = 0 admet au moins une solution
dans Ja, b]

,
\

Exemple

Soit f(z) = 23 — 3z + 1 sur [0,1].
— f(0)=1>0et f(1)=-1<0
— f est continue sur [0, 1]

— Donc il existe ¢ €]0, 1] tel que f(c) =0

r
\

1.3 Cas d’une fonction continue et monotone

Théoréme

Si f est continue et strictement monotone sur [a,b], alors pour tout k entre f(a) et f(b), il existe un
unique ¢ € [a, ] tel que f(c) = k.

-
\

Exemple

Soit f(z) = e* — 2 sur [0, 1].
— f(0)=—1et f(1)=e—2=0.718
— f est continue et strictement croissante
— Pour k£ =0, il existe un unique ¢ € [0, 1] tel que f(c) =0
— En effet, c=1n2 =~ 0.693

r
\

2 Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement mo-
notone

2.1 Théoréme

Théoréme

Toute fonction continue et strictement monotone sur I admet une fonction réciproque f~' définie sur

FD).

Exemple

La fonction f(x) = 23 est continue et strictement croissante sur R. Sa réciproque est f~1(z) = ¥/x.

\

\

2.2 Relation entre f et sa réciproque f~!

— f@)=ye fly =2
— Ve el 7 (f(z) =
— VyeJ f(f1 ()
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Pour f(z) =e® et f~1(x) =Inx :

— e"® =z pour z > 0

— In(e”) = z pour x € R

2.3 Propriétés de la fonction réciproque f~!

— f~ 1 est continue sur J = f(I)

— f~! a la méme monotonie que f

— Les courbes de f et f~! sont symétriques par rapport & la droite y = z

Exemple

~
\

Pour f(z) = 2% sur [0, +oo[ :
— Réciproque f~1(z) =z
— Les courbes sont symétriques par rapport a y =z
— Vi2=z pour x >0
— (Vx)? =z pour z >0

3 La fonction racine d’ordre n

3.1 Définition et théoréme

Définition

Pour n € N*, la fonction f(z) = 2™ est continue et strictement croissante sur [0, +oo[. Sa réciproque est
la fonction racine n-ieme : f~1(z) = {/x = /™.

3.2 Cas particuliers

Cas particuliers

— n=2:+/z (racine carrée)
— n =3 : Yz (racine cubique)

— n=4: Yz (racine quatriéme)

3.3 Propriétés

Propriétés

Pour z,y > 0 et n,m € N* :

— V= YEYT

o T\L/Z: R
y Yy
— Ygm = ({L/E)m :xm/n

— Y=
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— BT =Bx2T=2x3=6
— V64 = 64=2

3.4 Limites de la fonction g(z) = {/f(z)

Limites

— Si lim f(x) = 400, alors lim 3/ f(z) = +o0
T—To T—To

— Si lim f(z) =€> 0, alors lim {/f(x) = Ve
x xo

r—x0

,
\

Exemple

— lim V23 +1=+00

r—+o0

— lim Va2 +5=v4+5=3
T—

r
\

N

Puissance rationnelle d’un nombre réel positif

4.1 Définition

Définition

Pourz >0, neN* meZetr="€Q:

r
\

— 823 = /82 = /64 =4

-1/2 _ 1 __ 1
167 ==

,
\

4.2 Propriétés

Propriétés

Pour z,y >0et r,s € Q:

o xr—i—s _ Irxs

— (zy)" =2"y"
o (xr)s — xS
o i — g3
1:8
Exemple

— 2Y/2x23/2 =22 =4
o (31/2)4 — 32 -9

r
\

5 Exercices
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5.1 Exercice 1

Exercice 1

a. Soit f(z) = 2% + 22* — 1. Montrer que f(z) = 0 admet au moins une solution dans ]0, 1[.
b. Soit g(x) = 2® — 62% + 9z + 1.

— Dresser le tableau de variations de g sur R

— Montrer que g(z) = 0 admet une unique solution o dans R

— Déterminer le signe de g(x) sur [1, +o0[

\ J

Solution Exercice 1
a

— f(0)=—-1<0et f(1)=2>0
— f est continue sur [0, 1]
— D’apres le TVI, il existe ¢ €]0, 1] tel que f(c) =0

b.
— ¢ () =322 - 122 +9=3(z — 1)(z — 3)
— Tableau de variations :
T —00 1 3 +o0

g'(x) + 0 - 0 +

gl) [0 4 5 N 1/
— g strictement croissante sur | — 0o, 1], g(—00) = —o0, g(1) = 5 = solution unique dans | — oo, 1]
— ¢ strictement décroissante sur [1 3] g(1) =5, g(3) =1 = pas de solution
— g strictement croissante sur [3, +oo[, g(3) = 1, g(+00) = +00 = pas de solution
— Donc une seule solution réelle o €] — 00, 1|
— Sur [1,+o0], g(z) >1>0

5.2 Exercice 2

Exercice 2

Soit f(z) = 7.
— Déterminer Dy et calculer les limites aux bornes

— Montrer que f'(z) = g(vagﬁ)i)

— Dresser le tableau de variations
— Déterminer f(] — 00, _2])a f([_27 _1[)7 f(] - 170]) et f([0,+00[)
— Soit g la restriction de f & ] — o0, —2]

-1

— Montrer que g admet une réciproque g~ sur un intervalle J a déterminer

— Montrer que g~!(z) = D@
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Solution Exercice 2

— Dy =R\{-1}
— Limites :
— lim f(z) =—o00, lim f(z)=+c
z——1— z——1+
A —z2 mz T
— Dérivée : f'(x) = Qx((a;—:?)zx = (1:12)2 = g(cz(i—;)Qz)
— Variations :
x —00 -2 -1 0 +00
f(x) + 0 - - 0 +
f@) [—o 7 4N w0~ 07 4
— Images :
f(l =00, -2]) =] o0, —4]
f(1=2,-1]) = [-4, —o0]
F(=1,0]) ]— ]
— g est strictement croissante sur | — oo, —2], donc bijective sur J =] — oo, —4]
— Pour y =g(x) = 93+1’ résoudre pour z < —2 :
ylz+1) =
22 —yr—y=0
A =19+ 4y
_yEVY
B 2
On prend la solution z = ?J_TM car x < —2

5.3 Exercice 3

Exercice 3

Calculer les limites suivantes :
. T 2—— VatT7
z—1 z—1

2.l s

3. Er_n V52 + x4+ 142z

4. lim v8x3+3x+1—2z
x——+00

223 —5xi2
5. ml{rfoo 3a2+ V222 +1-5

6 lim 3z +z+1
. h{#
z+oo V812+3—V8z2+1
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Solution Exercice 3

1. Forme indéterminée 0/0. Posons t = /x + 7 :
22—V +7 I 2—t

il—>ml z—1 5248
—(t—=2)
= 1m
t—>2 (t —2)(t2 4 2t + 4)
1
12

2. On multiplie numérateur et dénominateur par ({/(z —1)2 + ¢/(z — 1)(3z — 5) + {/(3z — 5)?) :

(-2 (@ -1+ /(= - 1Bz —5) + {/(Bz — 5)?

lim

T2 (x—1)— (3 —5)
. @@= 1 . 3
e ra C 2%37 73

3. On factorise :

T—>—00

1 1
lim +v/522+2+14+22= lim x| §—|———|——+2
——00 x xr2 3
=—-00x%x(0+2)=-00
4. On développe avec l'identité (a — b)(a? + ab + b%) = a® — b3 :

(823 + 3z + 1) — 823

lim
e—+oo 3/(8x3 + 3w + 1) + 22v/8x3 + 3z + 1 + 422
3z +1
im ———
z——+o00 42 4+ .-

=0

5. On divise numérateur et dénominateur par z? :
. 20— 2+ 2%
lim =400

T—r+00 3/2 1 5
3tz to— oz

;i _ _ad%-p® .
6. On utilise a — b= 457 -
. 32 +x+1
lim 5
T——+00
¥/ (82243)2+ {/(822+3) (822 +1)+ /(822 +1)2
3z? 1
- lim X TIT —|—2x + = 400
r—+00 192475
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5.4 Exercice 4

Exercice 4

Soit f(z) = 22 — 2¢/x2 — 1 définie sur [1, +ool.
— Montrer que lim f(x) =400
r——+00

— Montrer que f est continue sur [1, +o00[

— Montrer que f'(z) = 290(932\/;27+ _flz_l pour x > 1

— Déduire les variations de f

— Soit g la restriction de f & [v/2, +00]
— Montrer que g admet une réciproque sur un intervalle J a déterminer
— Montrer que g(z) = (Vo2 — 1 —1)?
— Déduire g~(x) pour z € J

. J

Solution Exercice 4

— lim f(z) = 400 — oo indéterminée. Factorisons :

x—+4o00
fla) = a2 - VAT,

— +00

— Continuité :
— Continue sur |1, +oo[ comme composition de fonctions continues
— Continue a droiteen 1 : lim f(z)=1= f(1)
z—1t

— Dérivée :
(z) =2 2z 2ev/a? —1 -2z 2z(vVz?2—-1-1)
xXr) = 2T — = =
vz —1 Va? -1 z2 -1
— Variations :

— f'(z) =0 < 2 =0 (hors domaine) ou V22 — 1 =1 &z = /2
— f décroissante sur [1,+/2], croissante sur [v/2, +oo[
— g strictement croissante sur [v/2, +oc[, donc bijective sur J = [0, +-00]

— Expression de g :

gl@)=a> =222 —1= (V22 - 1) =222 —1+1-1= (Va2 —1-1)> -1

— Réciproque :
y= (Va2 —1-1)
Vi=Va?-1-1
Vaz—1=y+1
P —1=(/y+1)>
N FW TS
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5.5 Exercice 5

Exercice 5

Soit f(z) =23 — 2% + 3z + 1.
— Montrer que f est strictement croissante sur R
— Montrer que f(z) =0 admet une unique solution a dans ] — 3, 0]
— Calculer f (—}1) et donner un encadrement de a d’amplitude 0.25

— Montrer que va+ 1= ;—f‘ll

\ J

Solution Exercice 5

— Dérivée : f'(x) = 322 — 22 + 3
— Discriminant : A =4 — 36 = —32 < 0, donc f'(x) > 0 pour tout

— f strictement croissante sur R

— f(-1/2)=-1/8—1/4—3/2+1=—7/8<0

— f(0)=1>0

— D’apres le TVI, il existe unique a €] — 1/2,0[ tel que f(a) =0
— f(-1/4) = 0.17 > 0, donc a €] — 1/2, —1/4]

— Pour la derniére relation, partir de f(a) = 0 et isoler v/a + 1 :

a®—a’+3a+1=0
a(a® —a+3)=-1

1 11
Ora’-a+3=(@@—-=>+—>0
2 4
Donc a = -1
a2—a+3
—2a
Et vVa+1=
a+1

\ J

5.6 Exercice 6

Exercice 6

Soit f(z) =1 -2vz + 1.
— Justifier que Dy = [—1,0[U]0, +o0[
— Calculer les limites aux bornes du domaine
— Montrer que f est continue et strictement décroissante sur ]0, +o0[
— Montrer que f(z) = 0 admet une unique solution a dans ]}1, 1]

— Vérifier que 40 +40%2 —1=0
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Solution Exercice 6

— Domaine :
— x#0
—z+1>20=2> -1
— Donc Dy = [—1,0[U]0, +o0]

— Limites :
— i =-1-0=-1
i f(z) 0
— lim f(z)=-00—2=—-00
z—0~

— lim f(z) =400 —2=+40c0
xz—0t
— wgg_lmf(x):O—w:—w

— Continuité et monotonie sur |0, +oo] :

— Continue comme somme de fonctions continues

— Dérivée : f'(z) = -5 — \/xl? <0

— Strictement décroissante

— Solution unique :
— f(1/4) =4—2,/5/4~4—-223>0
— f)=1-2v2~1-282<0
— D’apres le TVI, il existe unique « €]1/4, 1] tel que f(a) =0

— Vérification :
1
——2Va+1=0
o
1=2avVa+1
1=40%(a+1)
402 +4a2—-1=0

[ Fin de la séance - Bon travail !

10



