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1 Dérivabilité d’une fonction en un point

1.1 Définitions

Définitions

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant xg.

Dérivabilité en z :
f dérivable en zo < lim f@) = @) _yc g
0 T — X0
On note ¢ = f’(x¢) le nombre dérivé.
Dérivabilité a droite/gauche :

f dérivable a droite en xy < lim M =l;eR
w—)wg' T — o

f dérivable a gauche en zy & lim M
TTy T — Zo

=l eR

Exemple

~
\

Etudier la dérivabilité en zo = 0 de f(z) = |z|.

Solution :
N . . -0
— A droite : lim,_, o+ |i|_0 =1
. ] —0
— A gauche : lim,_,o- Iil—o = =il
— Les limites sont différentes, donc f n’est pas dérivable en 0.
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1.2 Interprétation géométrique

Interprétation géométrique

— f'(=mg) est le coefficient directeur de la tangente & la courbe de f en zg.
— Equation de la tangente : y = f(zo)(z — zo) + f(zo)

— Si f n’est pas dérivable en zy mais admet des dérivées a gauche et a droite différentes, le point
(0, f(z0)) est un point anguleux.

Exemple

~
\

Pour f(z) =2?en g =1:
— f1)=2
— Tangente : y =2(x — 1) +1=2x—1

4,,

2 Dérivabilité sur un intervalle

Définition

Une fonction f est dite dérivable sur un intervalle I si elle est dérivable en tout point de I.
— Sur Ja, b] : dérivable en tout point de ]a, b|

— Sur [a, b] : dérivable sur ]a, b| et dérivable & droite en a, & gauche en b

Exemple

f(z) = /x est dérivable sur ]0, +oo[ mais pas en 0 (dérivable a droite seulement).

3 Fonction dérivée et dérivées d’ordre supérieur

Définitions

- e 2 3 2 M h Y ’ nV; .
La fonction dérivée f’ associe a chaque z le nombre dérivé f/(z
— La dérivée seconde [ est la dérivée de f’.

— La dérivée n-iéme () est obtenue en dérivant n fois f.
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Exemple

Pour f(z) =23+ 2z :
— fl(x) =322 +2

— f"(x) = 6x
— @) =6
— fO(@) =0

r
\

4 Opérations sur les fonctions dérivables

Propriétés

Soient f et g dérivables sur I, alors :
— (f+9'=f+7

(af) =af

(f9) =rf'g+fd

( li

!
g
7z
9—fg’

_r
=15

)/
)

Ql~ Q=

r
\

Exemple

Dériver f(x) = 241

iy Qe)z-1)—-(*+1)(1) 2*-22-1
fl(x)= (z — 1)2 - (:E _ 1)2

r
\

5 Dérivabilité des fonctions usuelles

Propriétés

— Polynomes : dérivables sur R

— Fonctions rationnelles : dérivables sur leur domaine
— (sinz)’ = cosz, (cosz)' = —sinz

— (tanz) =1 +tan?z = —L

cos2 x

— (f"Y =nf*Lf pour n € Z*

r
\

Exemple
Dériver f(z) = sin?(2?) :

f'(x) = 3sin?(2?) - cos(z?) - 2z = 62 sin?(x?) cos(z?)

r
\

6 Dérivée de la composée

Théoréme

Si f est dérivable en z( et g est dérivable en f(zg), alors :

(g0 f)(xo) = f'(x0) - g'(f(w0))
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Dériver f(x) =322+ 1:

- 6x - 3x
2/3x2+1 V32241

f'(=)

7 Dérivée de la fonction réciproque

Théoréme

Si f est bijective et dérivable en xy avec f'(xg) # 0, alors :

—1y/ _

Exemple

Pour f(x) =%, f~}(z) =Inx :

1
1 l: =
(Il,’E) elnm T

8 Tableau des dérivées usuelles

Tableau des dérivées

Fonction Dérivée
" (n € N¥) nz™~!
1 _ 1
x 2
NE: =
Ja
sinx cosT
cosT —sinx
tan 1+ tan?z
e’ e’
Inx L
€T
|\ J

9 Exercices avec solutions

9.1 Exercice 1

Etudier la dérivabilité en zo = —1 de :

2} —224+2x+1 siz#-1
flx) = .
) siz=-1
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Solution Exercice 1

Calculons la limite du taux d’accroissement :

. flz) = f(-1) . w3 —2?+2x+1-5
lim ———————= = lim
z——1 I — (—]_) z——1 x+1
. -2 4+2r—14
= lim
rz——1 r+1

Factorisons le numérateur :
3 2 _ 2
-z +2z—4=(z+1)(z° —2x+4)—8

La limite n’existe pas (forme ’TS), donc f n’est pas dérivable en —1.

\

&

9.2 Exercice 2

Exercice 2
Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1. fz)=vVa?+z+1

3 _4g
2. f(z) = Zx2+41

3. (o) = (2=22)’

,
\

Solution Exercice 2

L f'(2) = 550

2 2,9\ (-3_
9. fl(.iL') _ (BP9 (= (-;—2111)(30 4z)(2z) _ x‘(‘;zzicf);4

3
3. Simplifions d’abord : % =x—1- ﬁ Donc f/(z) =4 (:c —-1- %) (1 9F ﬁ)

x

\

\

9.3 Exercice 3

Exercice 3
Soit f(z) = —x + Va? — x.
1. Déterminer Dy

2. Etudier la dérivabilité a gauche en zg =0
3. Calculer f/(z) sur | — 00,0[

-
\

Solution Exercice 3

L.22—2>0=x €] —00,0]U[1,+0o0]

2. Dérivabilité a gauche en O :

- - > - -1
i 7@ —FO _ ) —etve?-a g BlVI-Ue
rz—0— x z—0— T z—0— xT
=—-1—+/+o0=—0c0
Non dérivable & gauche (tangente verticale)
3. Pour z €] — 00,0] :
20 —1
"(z)= -1+ "2
f(@) 22 —x
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9.4 Exercice 4

Exercice 4

z2—8

siz <2
Soit f(z) ={ *=2
f(@) {\/x—|—2+10 six >2

1. Etudier la continuité en z = 2

2. Etudier la dérivabilité en z = 2

,
\

Solution Exercice 4

1. Continuité :

— fQ)=V4+10=12

— lim,_,o- f(z) = lim,_,o- %ﬁ;ﬂm—ﬂl) — 12

— lim, o+ f(z) =12
— Continue en 2
2. Dérivabilité :
z2420+4—12

N ) B . . .
— A gauche : lim,_,o- % = lim, ,o- L = lim, ,- Z 1‘3”3 8 _¢
— A droite : lim, o+ YEEZEO0=12 —Jiy, o, 3% =1

— Dérivées a gauche et droite différentes, donc point anguleux en = = 2

r
\

9.5 Exercice 5

Exercice 5
Soit f(z) = o3 + 3z — 2.
1. Montrer que f(z) = 0 admet une unique solution « €]0, 1]

2. Montrer que f admet une réciproque f~! sur R
3. Calculer (f~1)(-2)

r
\

Solution Exercice 5

1. f continue, f(0) = -2 <0, f(1) =2 > 0 et f'(z) = 322 + 3 > 0 donc solution unique.
R d

2. f strictement croissante sur
- 1 1 1
3. (F7Y'(-2) = pr=i=ap = 70 = 3

onc bijective.

r
\

9.6 Exercice 6

Exercice 6

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1. f(x) = sin®(z)
2. f(z) = tan3(x)
3. f(z) = Valt

,
\

Solution Exercice 6
1. f'(z) = 3sin?(x) cos(w)
2. f/(z) = 3tan?(z)(1 + tan*(z)) = 25 @)

cos?(z)
3. fl(z) = Lab/3

~
&
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Fin de la séance - Bon travail !




