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1 Généralités sur les suites

1.1 Suite majorée, minorée, bornée

Une suite (uy) est :
— Majorée s'il existe M € R tel que Vn € N,u,, < M
— Minorée s’il existe m € R tel que Vn € N,u, > m

— Bornée si elle est a la fois majorée et minorée

Exemple

f
&

La suite u,, = % est :
— Majorée par 1 (u, <1 pour tout n > 1)
— Minorée par 0 (u, > 0 pour tout n € N*)

— Donc bornée

1.2 Monotonie d’une suite

Définitions

Une suite (uy,) est :
— Croissante si Vn € N u, 41 > uy,
— Strictement croissante si Vn € N, u, 11 > u,
— Décroissante si Vn € N, u,11 < uyp,
— Strictement décroissante si Vn € N u, 1 < uy,

— Monotone si elle est croissante ou décroissante
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— u,, = n? est strictement croissante

— vy = % est strictement décroissante

— w, = (—1)™ n’est pas monotone

2 Suites arithmétiques et géométriques

Définitions
— Suite arithmétique : u,41 = u, + r (raison )
Uy = Ug + N1
— Suite géométrique : u, 1 = qu, (raison q)

Up = qun

r
\

Exemples

— Suite arithmétique : ug =2, r =3 = u, =2+ 3n

— Suite géométrique : ug =1, ¢ =2 = u,, = 2"

r
\

3 Limites de suites

3.1 Limite finie

Définition

On dit que (u,) converge vers ¢ € R si :
Ve > 0,IN e N,Vn > N, |u, — | < ¢

Notation : lim wu, =/
n—-+oo

-
&

Exemple

\

\

3.2 Limite infinie

Définition

— lim wu, = +ocosi:
n—-4oo

VA >0,dN €e NVn > N, u, > A

— lim wu, = —ocosi:
n—-+o0o

VA <0,dIN e NVn > N,u, < A

,
\

Exemple

lim n?=+c
n—-+oo

r
\
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3.3 Opérations sur les limites

Opérations

— lim(u, + vp,) = limuy, + lim vy, (si les limites existent)
— lim(u, X v,) = limu, X lim v,

— lim %2 = MU (o Jim g, £ 0)

Un lim v,

r
\

Exemple

1
lim <1+—>=1+0:1
n

n—-+oo

r
\

4 Théorémes de convergence

Théorémes

— Théoréme de convergence monotone :

— Toute suite croissante majorée converge
— Toute suite décroissante minorée converge

— Théoréme des gendarmes : Si u, < v, < w, et limu, =limw, = ¢, alors limv,, = /¢

,
\

r
\

5 Exercices avec solutions completes

5.1 Exercice 1

Exercice 1

Soit (u,) définie par ug =1 et u, 1 = %un + 2 pour tout n € N.
1. Montrer que pour tout n € N, u,, <4
2. Montrer que (u,) est croissante

3. Déterminer la limite de (uy,)

,
\

Solution Exercice 1

1. Preuve par récurrence :

— Initialisation : ug =1 < 4

— Hérédité : Siu, <4, alors upq = 3u, +2< 32 x4+2=4
2. Monotonie :

1 1 1
unH—un:§un+2—un:2—§un22—§><4:O

Donc (u,) est croissante.
3. Limite :

— (uy,) est croissante et majorée par 4, donc convergente
— Soit ¢ la limite, alors £ = %E +2=(=4

r
\
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5.2 Exercice 2

Exercice 2

. 7’ . 2
Soit (uy) définie par u, = 357,

1. Montrer que (u,) est bornée
2. Etudier la monotonie de (u,,)

3. Déterminer sa limite

,
\

Solution Exercice 2

1. Bornes : ) ) )
n®+1 n-+n
0< = < =1
o 2n2+3 - 2n?

Donc (uy,) est bornée par 0 et 1.
2. Monotonie :

o _(n+1)2+1_n2+1_ -n?—-2n+5
T T O+ 1243 2n2+3 (202 + 4n+5)(2n2 + 3)

Le signe dépend de —n? —2n +5 :
— Pourn=1:-1-24+5=2>0
— Powrn=2:-4-44+5=-3<0
Donc (uy,) n’est pas monotone & partir d’un certain rang.

3. Limite :

lim wu, = lim = -
n—-+oo " n—+oo 2 4 % 2

\

~

5.3 Exercice 3

Exercice 3

Soit (u,) définie par ug =1 et w11 = Vu, + 2.
1. Montrer que pour tout n € N; 1 < u,, <2

2. Montrer que (u,,) est croissante

3. Déterminer sa limite

,
\

Solution Exercice 3

1. Bornes (par récurrence) :
— Initialisation : ug =1 € [1, 2]
— Hérédité : Sil < wu, <2, alors 1 < u, +2<+4=2

2. Monotonie :
Up +2 — u2

Upt1 — Up = VUp +2 — Uy = —%—‘FQ‘HM
Le numérateur 2 + u, —u2 > 0 car u,, € [1,2]. Donc (u,) est croissante.
3. Limite :
— (uy,) est croissante et majorée par 2, donc convergente
— Soit £ la limite, alors £ = +2 = (> =(+2
— Solutions : £ =2 ou £ = —1 (exclue car u, > 1)
— Donc £ =2

r
\
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5.4 Exercice 4

Exercice 4

Soit (u,) définie par u, = QTL;;?’H.

1. Déterminer lim w,
n—-+4oo

2. Montrer que (uy,) est décroissante a partir d’'un certain rang

,
\

Solution Exercice 4

1. Limite :
"\ R

lim uw,=04+0=0

n—-+4o0o

Comme%<1et%<1,ona:

2. Monotonie :

un+1_2n+1+3"+1x 5" 2x2"4+3x3"
U, 5l 2n 4 3n  5(2n 4 3n)
2x (2 +3
= (3)" + —>§<1

T OB((3)r+1) 5

Donc a partir d’'un certain rang, u,4+1 < Up.

r
\

5.5 Exercice 5

Exercice 5

3u,+4
Up+3 "

1. Montrer que pour tout n € N, 0 < u,, < 2

Soit (uy,) définie par ug = 0 et w41 =

2. Montrer que (uy,) est croissante

3. Déterminer sa limite

'
\

Solution Exercice 5

1. Bornes (par récurrence) :
— Initialisation : ug =0 € [0, 2]
— Hérédité : Si 0 < u,, <2, alors :

Su,+4 [4 10] [4
n = e -y = | = —72 C072
Yt =+ 3 [3 5} [3 ] 0.2]

2. Monotonie :
_ Bup+4 4 — 2

_ = _ =—">0
Unp4+1 — Un 3 Unp U3

car uy, € [0,2]. Donc (uy,) est croissante.
3. Limite :
— (uy) est croissante et majorée par 2, donc convergente
— Soit £ la limite, alors £ = 3558 = (2 = 4
— Solutions : £ =2 ou £ = —2 (exclue car u, > 0)
— Donc £ =2

r
&
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5.6 Exercice 6

Exercice 6

n cos(n)
n24+1 °
1. Montrer que (u,) est bornée

Soit (uy,) définie par u, =

2. Déterminer sa limite

3. Etudier la monotonie de (us,)

. J
Solution Exercice 6

1. Bornes :

Donc (uy,) est bornée par —1 et 1.
2. Limite :

1
lup] < — =0
n
Donc par le théoreme des gendarmes, lim wu, = 0.
n—-+oo

3. Monotonie : La suite n’est pas monotone car cos(n) oscille entre —1 et 1.

[ Fin du cours - Bon travail ! }




