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1 Introduction aux nombres complexes

1.1 Définitions

Définitions

Un nombre complexe est un nombre de la forme :

z=a+ib avec (a,b) € R?

ol i est le nombre imaginaire tel que i = —1.
L’ensemble des nombres complexes est noté C.
Egalité :

a+ib=a +ib a=d etb="0

| r
\

Exemple

z1 =3+ 4i et zo =1 — 4 sont des nombres complexes.
3+4di=zc+yi=x=3ety=4.

\ J

1.2 Vocabulaire

Terminologie

Pour z =a+1b:
— a est la partie réelle (notée Re(z))
— b est la partie imaginaire (notée Im(z))
— La forme a + b est la forme algébrique

— Le conjugué de z est Z=a —ib
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Pour z=2—-5i:

— Re(z) =2
— Im(z) = -5
— Z=2+51

1.3 Opérations dans C

Opérations algébriques

Pour z =a+ibet 2/ =a’ +ib :
— Addition : 2+ 2 = (a+d') +i(b+ V)
— Multiplication : z X 2’ = (aa’ — bV') + i(ab’ + a'b)

_ .1 _z _ _a ;b
Inverse : = 3 = e ey

~
\

Exemple

Calculer (14 2¢)(3 —14) :
= (3+2)+i(—1+6) =55
Calculer 1 :

1+4
1—1 1—13

1
1+d1—-4) 2 2

2 Présentation géométrique

2.1 Introduction

Représentation

A tout complexe z = x + iy, on associe le point M (z,y) dans un repére orthonormé.
— Le plan est appelé plan complexe
— M est I'image de z
— z est affixe de M

3,,
Im
2,,
M(2,1)
1+ °
z2=2+41
L Re\
-1 1 2 3
1L
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2.2 Propriétés des affixes

Propriétés géométriques

Pour A(z4), B(zg), C(2¢) :
— Vecteur AB a pour affixe 2 — 24
— Milieu I de [AB] a pour affixe 2422
— Alignement : A, B, C alignés < ﬁ cR

r
\

Exemple

Soient A(1+ i), B(3 —1), C(5 — 3i). Montrer qu’ils sont alignés :

— 4 — 45
OTEA 2T _9eR
ZB — ZA 2—2

3 Conjugué d’un nombre complexe

3.1 Définition

Définition

Pour z = = + iy, le conjugué est :

]
I
8
I
=
<

,
\

Exemple

w

+4i=3—-4

—2i =2

\

\

3.2 Propriétés

Propriétés

Pour z,2' € C:
— A =TT
— ZXZ =ZXZ
—zeERs 2=2
— z€E€iR& z=-2

r
\

Exemple

Vérifier pour z =1+iet 2/ =2 —i:

ixZ=(1+0)(2—i)=3+i=3—1

zx2Z =(1-9)(2+i)=3—1i

r
\

4 Module d’un nombre complexe
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4.1 Définition

Définition

Pour z = z + iy, le module est :

o =

13+4i|=v9+16=>5
1—il=vI+1=+2

\ J

4.2 Propriétés

Propriétés

— |2|=0&2=0
— |z x 2 =z x ||
— Inégalité triangulaire : |z + 2’| < |z| + |#/|

— Distance : AB = |zp — 24|

-~
\

Exemple

Pour z =1+4+iet 2 =2 —1:
|z x 2| =3+ = V10

|z x |2'] = V2 x V5 =10

r
\

5 Argument d’un nombre complexe

5.1 Définition

e
Pour z # 0, un argument 6 est une mesure de 'angle (¢, OM) :

arg(z) =60 mod 27

2 .
Im
M(z)
1 1
I | 9 A\ | Re |
-1 =05 0.5 1 1.5 2
_1 1
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5.2 Propriétés

Propriétés

Pour z,2' #0 :
— arg(z x 2') = arg(z) + arg(z') mod 27
— arg (%) = arg(z) — arg(z) mod 27

— arg(z") =narg(z) mod 27

r
\

Exemple
Pour z = 1+i (arg = /4) et 2’ = /3 + i (arg = 7/6) :

5 T 7
arg(zxz)=Z+E=ﬁ

,
\

6 Forme trigonométrique

6.1 Définition

Définition

Pour z # 0, la forme trigonométrique est :
z =r(cosf + isin )

ou r = |z| et 8 = arg(z).

r
\

Exemple

1+i=+2(cosT +isin%)
—2i = 2 (cos 2F + isin 3F)

\

\

6.2 Passage algébrique < trigonométrique

Conversion

Pour z=z+iy #0:
— Vers trigo : r = /22 + y2, cosf = £, sinf = £

— Vers algébrique : = rcosf, y = rsinf

Convertir z = /3 + 1 :

r
\

Forme trigo : 2 (cos & + isin %)

r
\

7 Exercices avec solutions
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7.1 Exercice 1 - Forme algébrique

Exercice 1

Ecrire sous forme algébrique :

Loz =505
L
2. Z9 = 3—+Z
_ 2 (1+4)?
3. =1ty +

Solution Exercice 1

| '
\

_ 2+43i 243 _ 2 , 3,
Loz = @) — 138 — 13 T 13t
_ (1=)(B=i) _ 2-4i _ 1 2
2. zg = BGIG—) — 10 — 5 5t
S Y .
3oa— B L K sy gay

r
\

7.2 Exercice 2 - Forme trigonométrique

Exercice 2

Donner une forme trigonométrique pour :
1. 21 =&+ L&
2. 23 =+6—2i
3. z3=(1—i)(—V3+1i)

,
\

Solution Exercice 2

=T

L |z| =1, arg(z1) = §
Forme trigo : cos § +isin g
2. |zal = V6 +2=2V2

_ V6 _ V3 g_ =
COSG—m—T,G——g

Forme trigo : 2v/2 (cos & —4sin %)

3. z3=(—V3+1)+i(v3+1)
25 = \/(VB— 17 + (VB + 1) = 2/2
0 = arctan <%) = 51_72T
Forme trigo : 2v/2 (cos 3% + isin 37)

\

|

7.3 Exercice 3 - Géométrie complexe

Exercice 3

Soient A(2 — 2iv/3), B(2 + 2iv/3), C(8).
1. Donner les formes trigonométriques de z4, zg, z¢
2. Calculer Z = fﬁ:ch'

3. Déduire la nature du triangle ABC'

,
\
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Solution Exercice 3

1. — |za| =4, arg(za
— |z| =4, arg(zp) =

— |z¢| =8, arg(z¢) =0

(

9 7 — =6+2iv/3 _ (=6+2iv3)(=6+2iV3) __ 24-24i/3 __
4T o3 36+12 - 48 -

3. |Z|=1et arg(Z) = -%
Donc 42 =1 et (CB, CA) = -
Le triangle est équilatéral.

~— ~— —
|
w3

FRNNEVEY
27 2

|

[ Fin de la séance - Bon travail ! }




