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1. Soit p un nombre premier p>2
() Montrer que p est de la forme 4k — 1 avec k € N* ou bien de la forme 4k + 1 avec k € N,
(b) En déduire que si p > 5 alors p? — 1 est divisible par 24.

2. Onnote P l'ensemble des nombres premiers.

(a) Montrer que si n est un entier naturel non nul, alors il existe toujours un nombre premier stricte-
ment compris entre n et n! + 2. (ind. considérer les diviseurs premiers de 1l 4+ 1).

(b) En déduire que P est infini.
3. Pourn € N,onpose F, =2¥" 41.

(a) Montrer, si (1, m) € N? avecn > m, que F, et F, sont premiers entre eux. (ind. exprimer F; en
fonction de Fr,).

(b) Retrouver a I'aide du (a) le fait que I'ensemble des nombres premiers est infini,
4. Soit& ={4k—-1|ke N}
(a) Montrer que pour toutn € £, il existe p € P N & tel que p divise n.
(b) En déduire qu'il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4k — 1 tel que k € N*.

Correction 1

a) e 1¢¢ cas : si p = 0[4] donc 4 divise p , c'est absurde car p est primier
e 2¢" cas : si p = 1[4] donc p — 1 = 0[4] alors 4 divise p— 1 dou Ik e N, p =4k + 1
e 39" cas : si p = 2[4] donc 2 divise p, c'est absurde (car p est primier et p > 2)
e 49" cas : si p = 3[4] donc p + 1 = 0[4] alors 4 divise p + 1 d'ou dk e N, p = 4k — 1
Donc p de la forme 4k — 1 ou bien de la forme 4k + 1 avec k € N
b) msip =4k —1alors p? — 1 = 8k(2k — 1)
v sik=0[3]donc 3| p?>—1.Deplusonal|p*—1alors 24 divise p* — 1
vV sik=1[3]donc Ik’ € Ztelquek =3k’ +1donc p =4k—1=4(3k'+1) -1 =3 (4k’ + 1), clest
absurde car p est primier et p > 5 .
v sik = 2[3] donc 2k — 1 = 0[3] donc 3 | p* — 1 et comme 8 | p? — 1 alors 24 divise p* — 1
W si p =4k + 1 alors p> — 1 = 8k(2k + 1)
v sik =0[3] donc 3| p*>— 1. puisque 8 | p* — 1, alors 24 divise p* — 1
v sik =1[3] donc 2k + 1 == 0[3] donc 3 | p*> — 1. De plus 8 | p?> — 1 donc 24 divise p? — 1
v sik=2[3]donc Ik’ € Ztel que k = 3k’ +2donc p =4k —1=4(3k"+2) -1 =3 (4k’ + 3), c'est
absurde car p est primieret p > 5.

Finalement p* — 1 est divisible par 24

a) Comme n! + 1 > 2 donc il existe un nombre premier p tel que p|n! + 1
par l'absurde , on suppose que p < n donc p | n!, puisque p | n! + 1 alors p | n! +1 —n!donc p | 1 donc
d = 1. c'est absurde car 1 n'est pas premier
Donc:n<p<nl+1




D'ou : ’n<p<n!+2‘

b) Par I'absurde , supposons que P = {p1, ..., p} est finie et on pose n = p; X ... X p,, . Donc d'apres
(questiona)) il existe p; € P tel que p1 X...X p,, < p; donc py X..X pi_1 X pix1 X...X p,y < 1. Absurde
carp;>2 VYjell,..,m}

D'ou P est infini

a) Soit (m,n) e Ntelquen >mona:

Fn _ 22" + 1 _ 22m><2nfm + 1

m 2"*’11
=(2) +1
— (Fp-1)7"41
2"—771
=24 F,x » CiLF)
k=0
Onposed = F, A F,, donc
2)l*m
d|F, et d|F,=d| [FZ c;j},F,’;J et d|F,
k=0

gn-m

= d|F,-2 et d|F, (car2+Fm><Zc’;j}nF,’;:Fn
k=0

=d|2

=d=1oud =2

=d=1 car F, est impair pour tout n € N

D'ou F,AF, =1

Soitn € &

a) Par l'absurde , on suppose que tous les nombres premiers p divisant n sont de la forme 4k + 1 donc
p = 1[4] alors n = 1[4]
D'autre part Ik’ e N*tqn =4k’ -1 (car n € ¢) donc n = —1[4]
Donc 1 = —1[4] . Absurde
Alorspee.DoupePne
b) Supposons qu’il n’y en ait qu’un nombre fini de nombres premiers pyps...p,, .
Considérons n = 4p1ps...p,—1 € €. Donc d'aprés question a) il existe p € £ N ¢ tel que pln donc
pl4p1ps..pn—1 .Deplusona p|4pips...p, donc p | 1. Absurde
D'ou le résultat .




Le plan euclidien étant muni d'un repere orthonormé direct R = (O, 7, 7).

iz+i

z—1

Partie I: Soitl'application f: C~ {1} = C~ {i};z+—
1. Montrer que f est bijective.
2. Déterminer, en précisant leurs natures géométriques, les ensembles f (R~ {1}), f (iR)

3. SoitU = {z € C| |z| = 1}. Déterminer, en précisant sa nature géométrique, I'ensemble f (U~ {1}).

Partie Il : On considere les points A, B, A’ et B d’affixes respectives:
za=1-2Hzpg=3—i,z4=—2+4i et zp =51
4. Placer ces quatres points dans le plan, et montrer que ABB'A’ est un rectangle.
5. SoitglasimiltudeC — C;z+——az+botac C ethe Ctelleque g(za) =z et g(za) = zp.
{a) Déterminer les complexes a et b sous leurs formes algébriques.
(b) Déterminer la nature et une équation cartésienne de I'ensemble (A) des points M(z) tels que

gz) ==
(c) Représenter graphiquement (A) sur la méme figure que les points A, B, B' et A",

(d) Reconnaissez-vous la nature de g?

Correction 2
Montrons que f est bejictive .

v Soientz etz dans C )\ {1}.

izt i i
f(Z>_f(Z)<:>Z_1 _Z,_l

© (iz+i)(Z-1) = (i +i)(z-1)
iz —iz+id —i=idz-i +iz—i

27 =27
oz=7
Donc f est injective
v Soientz € C\{iletz € C\{1}. ) )
, iz +1i
f@)=ze = =z
-1

il +i=z7 -z
o7 (z-i)=z+i
z+i
Z—1

7= (carz #i)

Donc Yz € C\ {i}, az'zz—JrlfeC\{l}telquef(z') =z.
P

D'ou f est surjective
finalement , f est bejictive ( surjective + injective )




v SoitxeR\{l}Ona:
xi+i x—+1.
f(x) = = i

x—1 x—1

+i € R\ {1}. Donc :
FRA{L}) =R\ {i}

D'ou I'esemble f (R \ {1}) est : L'axe des imaginaires purs privé du point d'affixe i
v SoitzeiRdonc dx e Rtelquez =xiOna:

_zi+i —x+1i

etcomme x e R\ {l}ona: al
X

f(2)

z-1  xi—1
(x—1) (1 +ix)
B 14 x2
ix? 4+ 2x—i
1+ x2
2x x2-1

1%—)62—H1—|—x2

If(Z)IZ\/( 22 )2+(x2_1)2:1

1+ x2 1+ x2
D'ou f (iR) = C (0, 1) cercle de centre O et de rayon 1

Donc :

. _ _ 1
Soitz € U\ {1} donczz = |zl = 1doncz = —

Z
Ona
1.+.
—_— lZ+i Zl !
f(z)=-2 -
z-1 1
——-1
Z
o itiz izl
1 -z z-1
= f(z)

donc  f(z) =f(2)

D'ou l'ensemble f (U) est : L'axe des réel privé du point d'affixe 1
Onazy=1-2i , zg=3-i , za =-2+4i et zp =5i
donczﬁ:2+i et g =2+1
— —
Alors AB=A'B’ .
Deplusona:

ZA — ZB
6i—3
arg(2+i)[2”]

27|

(A_B>, ﬁ) = arg(zB, — ZB) [27]

Il
QO
=
09
o
w
=

D'ou ABA’B’ est un rectangle




a) Ona

azy + b =z
=94 _
azg +b = zp

- a(l+2i)+b=-2+4i
a(3+i)+b=>5i
at+b+2ai=-2+4 @
3a+b+ai=>5i @
-0 |2a—ai=2+1
=
b=-2+4i—-2ai—-a

241
a= -
= 2—1
{b—2—|—4i—2ai—a
3+,4
a=—-+1i-
= 5 5
b=-1+2i

b) Soitze Ctelquez=x+iyOna:
gz)=z>az+b=1z

3 A4
= (3+4i) (x—iy) =5+ 10i = 5x + byi
= 3x —3yi + 4xi + 4y — 5+ 10i = 5x + dyi
=4y—-2x-5+4 (4x—-8y+10)i=0
dy-2x-5=0
=
4x -8y +10=10
=2x-4y+5=0

D'ou l'ensemble A est une droit d'équation : 2x—4y+5=0

c)




B’

(4)

\i

d) Lanature de g : Symétrie axiale




Soit f une fonction continue sur 10, +00[,, on définit la fonction G sur |0, +oo| par

3r
¥x € )0, +oo[: Gy(x) = f &:]dl-
x
1. Montrer que Gy est dérivable sur |0, +eo| et caleuler sa dérivée.
2. Déterminer la fonction Gy pour f constante égale A 1.

3. Dans cette question on suppose que f admet un développement limité  I'ordre 2 en 0™ :

¥t € ]0, 400 : f(t) = a+ bt 4+t + et
avec ¢ fonction continue sur |0, +co| et .“%1 e(t) = 0.

Déterminer le développement limité en 0" & I'ordre 2 de Gy .
4. Montrer, en utilisant la définition de la limite, que si Jim f(t) = 0alors Jim Ge(x) =0.
e S —

Dans la suite on note G la fonction définie sur )0, +oo[ par:

ir ¥
Yx €0, +e0]: G(x) = [ mj{ ]dt.
X
5. Calculer la dérivée de G et dresser son tableau de variations sur Vintervalle |0, 271 .

6. Ecrire le développement limité de la fonction cosinus a l'ordre 2 en 0, et en déduire celui de la
fonction G.

7. Montrer alors que G est prolongeable par continuité en une fonction dérivable, puis déterminer
la position de la courbe de G par rapport A sa tangente en 0.

8. Montrer que pour tout x € |0, 4-oc[, on a:

_ sin(3x) _ sinf{x) , 13 sin()
Glx) = e — £ ey dt.

, 3 gin(t
9. Montrer que lim .._1.:,_}.
r—r—pn oy

dt = O eten déduire lim G(x).

10. Construire 'allure du graphe de G sur l'intervalle {0, 27] .
On donne les valeurs approchées suivantes:

n ET ] CE
f:f co8t) gy -u.s?;f 3B gy -n.ua;f,f o5t gt = 0.27;
g { " t g £

G
fz &f“}df ~0.02:1n3 =~ 1.10.

73




Correction 3

f@)

La fonction ¢ - est continue sur |0, 4-co[ , alors G est dérivable sur |0, +oo] .

> Soit x € |0, +oo[ on a

Gy =( [ ar)

= (3x)" x % - (x)" % @
%) - ()
D'ou Vx €0, 4o , (Gplx)) = fo(x)

si la fonction f est constante égale a 1, alors V7 € |0, +oo] , f(r) =1
> Soit x € |0, +oo[ on a

3x
- Mdt
X t

3x
1
:f —dt
5

= [lnd)}*
= In (3x) = In (x)
=1n(3)

Gy(x)

D'ou Gy(x) =1In3

On suppose que f admet un développement limité a I'orde 2 en 0
V€]0,+o0[ : f(t) =a+bt+ct®+ 2&(t)

Alors
3x t
Gf(x) = @dl
a4+ bt + cf? + et
:f a+ bt + ct* + 8()dt
x t
3x 1 t2 3x
— af —di + [bH— % + &(t)
= aln (3) + 2bx + 4cx® + x’e (x)
D'ou Gs(x) = aln (3) + 2bx + 4cx* + x*e (x)

Ona: lir+n f(tr) =0, donc d'apres la définition de la limite : Ve > 0,3a > 0: 1 > a = |f(1)| < %
>+ n



acer
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Alors ,

3x
f@)
|Gf(x)| = f Tdt
f)
= |Gf(x)| < T dt
x3x &
G ——dt
= |G/ < f In(3)t
= |Gf(x)| <e
Donc : Ve>0,da>0:x>a=|Gs(x)<¢
D'ou tliin Gr(x)=0
On a d'apres |3 |:
,_ fBx) - f(¥)
(G50 = L
~cos (3x) — cos (x)
B X
—9sin (2x) si _
= sin (2x) sin (¥) (car cosp—sing = —2 sin(p )Sin(p q))
X 2
X 0 g m 377r 2n
sin(x) 0 + + 0 - - 0
sin(2x) o + 0 - 0O + 0 - 0
(Gr(x)) o - 0 + 0 + - 0
donc
n 3
X 0 B m > 2r
(Gr(x)) o - 0 + 0 + - 0

Variations de
Gy

@ La fonction ¢ +— cos ¢ est de classe C? et nous connaissons son développement limité a I'ordre 2 au voisinage

2
de0: Ve€l0,4oo : cos(t)=1- 3 + 2&(t)
Donc d'apres

G(x) = aln (3) + 2bx + 4ex® + x%e (x)
=1n(3) - 2x* + x’¢ (x)




D'ou Gr(x) =In(3) — 2x* + x%¢ (x)

e Au voisinage de O ona : G(x) = In (3) — 2x* + x*¢ (x) , donc

lim G¢(x) = limIn (3) — 2x* + x%¢ (x) = In(3)

x—0 x—0

_ Gix)=G ix >0
Alors G est prolongeable par continuité en une fonction Gy définie par : y (x) 7(x) six
G;(0) = In(3)
De plus on a Ef(()) = 0 alors I'équation de la tangente (A) en O est: y = In(3)

puisque '5 f(x)‘ < In(3) . D'ou la courbe de G existe sous l'asymptote (A)

Connaissant une primitive de ¢t — cost, on pense a I’intégration par parties :
9

u'(t) = cos(r) u(t) = sin(r)
ve) = & -

t
Ce qui donne

sin #13* 3% sin ¢
Gf(x) = [—] +f t_2dt

t

in (3 . 3x
_ sin (3x)  sin (x) +f t_th

3x X

i (3 c 3x - P
D'oil G (x) = smg(x x) sin x(x) N f sutlz( )dt

9] Soit x € ]0, 00|

3X o3 3x
t 1
f SmQ()dt‘S f i
X t X t

1 3x
o
rlx
2
< =

X

etcomme lim — =0
X—+oo0 X
3X :
t
D'ou lim f sz( )dt =0
X——+00 e I
"o (39 sin(x) (% sin)
sin (3x sin (x * sin(t
G = - dt
£(%) . ——+ fx 2
Alors 5
3 * sin(t
lim Gy(x) = lim sin(3%) _ lim - () lim sin( )dt: 0
X——400 X——+00 X xX——+00 X X——+00 1‘2
car
P (3x) _ iy SO (x) — lim 3 Sin(t)dtzo
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Consignes générales

endants les uns des autres. Le

| 4 ° . ’
L'épreuve est constituée de quatre exercices indép '
de bien

candidat est libre de traiter le sujet dans 1'ordre qui lui convient a condition

mentionner les références complétes de chaque question traitée.
Il sera tenu compte dans l'appréciation des copies de la rigueur de votre
raisonnement, de la clarté de la rédaction et du soin apporté a la présentation de

votre copie.
Le candidat peut utiliser les résultats énoncés dans les questions précédentes, il

veillera toutefois 3 mentionner la référence du résultat utilisé.

Les calculatrices et tout matériel électronique ainsi que les documents sont
interdits lors de cette épreuve.

Important

Si le candidat repére ce qu'il pense étre une erreur de I'énoncé, il le
signale sur sa copie en expliquant les raisons qui 'ont amené a le
penser. Ceci ne doit pas I'empécher de finir son épreuve et il a le
choix d'adopter les rectifications qu'il croit nécessaires ou pas.

Bareme

EXERCICE 1 | EXERCICE 2 | EXERCICE 3 | EXERCICE 4 Total
20 pts 15 pts 20 pts 25 pts 80 pts
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EXERCICE 1

1. Soit p un nombre premier p > 2.
(a) Montrer que p est de la forme 4k — 1 avec k € N* ou bien de la forme 4k + 1 avec k € N.
(b) En déduire que si p > 5 alors p? — 1 est divisible par 24.

2. Onnote P l'ensemble des nombres premiers.

(a) Montrer que si n est un entier naturel non nul, alors il existe toujours un nombre premier stricte-
ment compris entre n et n! + 2. (ind. considérer les diviseurs premiers de n! 4 1).

(b) En déduire que P est infini.
3. Pourn € N, on pose F, = 257 4.1,

(a) Montrer, si (n,m) € N> avecn > m, que F, et F, sont premiers entre eux. (ind. exprimer F, en
fonction de F,).

(b) Retrouver a 'aide du (a) le fait que l'ensemble des nombres premiers est infini.
4. Soitf = {4k—1 |k € N*}.
(a) Montrer que pour toutn € £, il existe p € P N € tel que p divise n.
(b) En déduire qu'il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4k — 1 tel que k € N*.

EXERCICE 2

Le plan euclidien étant muni d'un repere orthonormé direct R = (O, i, 7') .

iz+1
z—1

PartieI: Soitl'application f: C\ {1} —» C\ {i};z+—
1. Montrer que f est bijective.

2. Déterminer, en précisant leurs natures géométriques, les ensembles f (R \ {1}), f (iR)

3. SoitU = {z € C | |z| = 1}. Déterminer, en précisant sa nature géométrique, 'ensemble f (U \ {1}).

Partie II: On considere les points A, B, A et B’ d’affixes respectives:
Za=1—-2i,z2p=3—1i,z40=—-2+4i et zg =5i
4. Placer ces quatres points dans le plan, et montrer que ABB’ A’ est un rectangle.
5. Soit glasimiltude C — C;z+— az+boua € C' eth € Ctelle que g(za) = za et g(zp) = zp:.
(a) Déterminer les complexes a et b sous leurs formes algébriques.

(b) Déterminer la nature et une équation cartésienne de 'ensemble (A) des points M(z) tels que

8(z) =z
(c) Représenter graphiquement (A) sur la méme figure que les points 4, B, B'et A’

(d) Reconnaissez-vous la nature de g?
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EXERCICE 3

Soit f une fonction continue sur 10, 4+o00[, on définit la fonction G s sur |0, +o0o[ par

3x
Vx €0, +oo[: Gy(x) = / I(t—t)-dt.
X
1. Montrer que Gy est dérivable sur 0, 4+-00[ et calculer sa dérivée.
2. Déterminer la fonction G5 pour f constante égalea 1.

3. Dans cette question on suppose que f admet un développement limité a 'ordre 2 en 0™ :

Vt €]0,4+00[ : f(t) = a+ bt + ct* + £2¢(t)
avec ¢ fonction continue sur ]0, +oo| et ,li%‘, e(t) =0.

Déterminer le développement limité en 0* a I'ordre 2 de Gy .
4. Montrer, en utilisant la définition de la limite, que si ‘Einm f(t) = 0 alors xli.xf.lm Gy(x) =0.
Dans la suite on note G la fonction définie sur |0, +oo[ par:

3x cos(t)

3 dt.

i ~

Vx € ]0,400[: G(x) = /
X
5. Calculer la dérivée de G et dresser son tableau de variations sur l'intervalle |0, 277} .

6. Ecrire le développement limité de la fonction cosinus a l'ordre 2 en 0, et en déduire celui de la
fonction G.

7. Montrer alors que G est prolongeable par continuité en une fonction dérivable, puis déterminer
la position de la courbe de G par rapport a sa tangente en 0.

8. Montrer que pour tout x € ]0, +oo[, on a:

dt.

_sin(3x)  sin(x) | /3% sin(t)
Glagp= 3x  x T,/; £2

3xsin(t
9. Montrer que lim / 2l )dt = 0 etendéduire lim G(x).
Too Jx

x— tz X——00

10. Construire l'allure du graphe de G sur l'intervalle [0, 27] .
On donne les valeurs approchées suivantes:

/ 2 008(t) 4s o 67 / —°°‘°;(t)dt ~ —0.06; /3 205 4t o 0.27;
w 9

g t t

67
/2 c05(t) 3¢ ~ 0.02:1n3 ~ 1.10.

x t
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EXERCICE 4

Soit E I'espace vectoriel sur R des applications continues de ]0,1[dans R, et T l'application de E dans
E définie par:

: X %41
erE,VxE]O,l[:T(f)(x)=f(§_‘)+f< 2 )
1. Vérifier que T est un ex%domorphisme de E.

2. Calculer la fonction T (1) (en fonction de u) ol 1 est la fonction définie sur |0, 1[ par:
Vx €]0,1[: u(x) = cotan 7rx .
Pour tout n € N* et pour tout x € ]0, 1{, on pose

n 1 3y 1
v,,(.’() = Z x+k Ct w"(x) = vn(x) _/;-*_4’; + % —1 .

k=—n

3. Vérifier que pour tout n € N* et pour tout x € ]0, 1{

1 L ] |
=g L

et que les fonctions v, et w, sont continues sur ]0,1[ .

4. Montrer que pour tout x € ]0, 1{ les suites (vn(x)),5 et (wn(x)),», sont adjacentes.
On notera v (x) leur limite commune :

R

0 1 g
= 2 ‘
v(x) + xnz::l s

S

5. Montrer que pour tout n € N*, v, est une fonction décroissante sur |0, 1], et en déduire que v est
aussi décroissante sur |0, 1.

6. Déduire de ce qui précede que v est continue sur |0, 1.
7. Etablir une relation entre T(vy) et v;, puis en déduire que T(v) = 2v.

8. Dans cette question, on considere une fonction f continue sur [0, 1] telle que :

Vx€[0,1]: f (%) + f (%) = 2f(x).

(a) Mo;xgrer qu'il existe xo € [0,1] tel que f(xo) = max {f(x) | x € [0,1]}, qu'on note M, et fue
flg) =

(b) En déduire que f atteint son maximum au point 0.
(c) Montrer que f atteint aussi son minimum au point 0. Que peut-on déduire pour la fon, ction f
9. Comment choisir le réel a pour que la fonction f =1 )

= au soit pronlongeabl b
F continue et périodique de période 1 sur R ? £ geable en une applicatior

10. Déduire de tout ce qui précéde que
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