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Lahcen Oukhdil 2016 نونبر - التآهيلي و الإعدادي بسلكيه الثانوي للتعليم بالنسبة بموجبعقود التوظيف مباريات

Exercice 1

Correction 1
1 a) • 1ere cas : si p ≡ 0[4] donc 4 divise p , c'est absurde car p est primier

• 2eme cas : si p ≡ 1[4] donc p − 1 ≡ 0[4] alors 4 divise p − 1 d'où ∃k ∈ N, p = 4k + 1
• 3eme cas : si p ≡ 2[4] donc 2 divise p , c'est absurde (car p est primier et p > 2)
• 4eme cas : si p ≡ 3[4] donc p + 1 ≡ 0[4] alors 4 divise p + 1 d'où ∃k ∈ N, p = 4k − 1

Donc p de la forme 4k − 1 ou bien de la forme 4k + 1 avec k ∈ N
b) � si p = 4k − 1 alors p2 − 1 = 8k(2k − 1)

4 si k ≡ 0[3] donc 3 | p2 − 1 . De plus on a 8 | p2 − 1 alors 24 divise p2 − 1
4 si k ≡ 1[3] donc ∃k′ ∈ Z tel que k = 3k′+1 donc p = 4k − 1 = 4(3k′+1)− 1 = 3 (4k′ + 1) , c'est

absurde car p est primier et p ≥ 5 .
4 si k ≡ 2[3] donc 2k − 1 ≡ 0[3] donc 3 | p2 − 1 et comme 8 | p2 − 1 alors 24 divise p2 − 1
� si p = 4k + 1 alors p2 − 1 = 8k(2k + 1)

4 si k ≡ 0[3] donc 3 | p2 − 1 . puisque 8 | p2 − 1 , alors 24 divise p2 − 1
4 si k ≡ 1[3] donc 2k + 1 =≡ 0[3] donc 3 | p2 − 1 . De plus 8 | p2 − 1 donc 24 divise p2 − 1
4 si k ≡ 2[3] donc ∃k′ ∈ Z tel que k = 3k′+2 donc p = 4k − 1 = 4(3k′+2)− 1 = 3 (4k′ + 3) , c'est

absurde car p est primier et p ≥ 5 .

Finalement p2 − 1 est divisible par 24

2 a) Comme n! + 1 ≥ 2 donc il existe un nombre premier p tel que p|n! + 1
par l'absurde , on suppose que p ≤ n donc p | n! , puisque p | n! + 1 alors p | n! + 1− n! donc p | 1 donc
d = 1 . c'est absurde car 1 n'est pas premier
Donc : n < p ≤ n! + 1
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D'où : n < p < n! + 2

b) Par l'absurde , supposons que P = {p1, ..., pm} est finie et on pose n = p1 × ... × pm . Donc d'apres(
question 2 a)

)
il existe pi ∈ P tel que p1× ...× pm < pi donc p1× ..× pi−1× pi+1× ...× pm < 1. Absurde

car p j > 2 ∀ j ∈ {1, ...,m}
D'où P est infini

3 a) Soit (m, n) ∈ N tel que n > m on a :

Fn = 22
n
+ 1 = 22

m×2n−m
+ 1

=
(
22

m)2n−m

+ 1

= (Fm − 1)2
n−m

+ 1

= 2 + Fm ×
2n−m∑
k=0

Ck+1
2n−m Fk

m

On pose d = Fn ∧ Fm donc

d | Fm et d | Fn ⇒ d |
Fm

2n−m∑
k=0

Ck+1
2n−m Fk

m

 et d | Fn

⇒ d | Fn − 2 et d | Fn

 car2 + Fm ×
2n−m∑
k=0

Ck+1
2n−m Fk

m = Fn


⇒ d | 2
⇒ d = 1 ou d = 2

⇒ d = 1 car Fn est impair pour tout n ∈ N

D'où Fn ∧ Fm = 1

4 Soit n ∈ ε

a) Par l'absurde , on suppose que tous les nombres premiers p divisant n sont de la forme 4k + 1 donc
p ≡ 1[4] alors n ≡ 1[4]
D'autre part ∃k′ ∈ N∗ tq n = 4k′ − 1 (car n ∈ ε) donc n ≡ −1[4]
Donc 1 ≡ −1[4] . Absurde
Alors p ∈ ε . D'où p ∈ P ∩ ε

b) Supposons qu’il n’y en ait qu’un nombre fini de nombres premiers p1p2...pm .
Considérons n = 4p1p2...pm−1 ∈ ε . Donc d'aprés question a) il existe p ∈ P ∩ ε tel que p|n donc
p | 4p1p2...pm−1 . De plus on a p | 4p1p2...pm donc p | 1 . Absurde
D'où le résultat .
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Exercice 2

Correction 2
1 Montrons que f est bejictive .

4 Soient z et z′ dans C \ {1} .

f (z) = f (z′)⇔ iz + i
z − 1 =

iz′ + i
z′ − 1

⇔ (iz + i) (z′ − 1) = (iz′ + i) (z − 1)
⇔ izz′ − iz + iz′ − i = iz′z − iz′ + iz − i
⇔ 2z = 2z′

⇔ z = z′

Donc f est injective
4 Soient z ∈ C \ {i} et z′ ∈ C \ {1} .

f (z′) = z⇔ iz′ + i
z′ − 1 = z

⇔ iz′ + i = zz′ − z
⇔ z′ (z − i) = z + i

⇔ z′ =
z + i
z − i

( car z , i)

Donc ∀z ∈ C \ {i} , ∃z′ =
z + i
z − i

∈ C \ {1} tel que f (z′) = z .
D'où f est surjective
finalement , f est bejictive ( surjective + injective )
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2 4 Soit x ∈ R \ {1} On a :

f (x) =
xi + i
x − 1 =

x + 1

x − 1 i

et comme x ∈ R \ {1} on a :
x + 1

x − 1 ∈ R \ {1}. Donc :

f (R \ {1}) = iR \ {i}
D'où l'esemble f (R \ {1}) est : L'axe des imaginaires purs privé du point d'affixe i

4 Soit z ∈ iR donc ∃x ∈ R tel que z = xi On a :

f (z) =
zi + i
z − 1 =

−x + i
xi − 1

=
(x − i) (1 + ix)

1 + x2

=
ix2 + 2x − i

1 + x2

=
2x

1 + x2
+ i

x2 − 1
1 + x2

Donc :

| f (z)| =

√( 2x
1 + x2

)2
+

(
x2 − 1
1 + x2

)2
= 1

D'où f (iR) = C (O, 1) cercle de centre O et de rayon 1

3 Soit z ∈ U \ {1} donc zz = |z| = 1 donc z =
1

z
On a

f (z) = − iz + i
z − 1 = −

1

z
i + i

1

z
− 1

= − i + iz
1 − z

=
iz + 1

z − 1
= f (z)

donc f (z) = f (z)
D'où l'ensemble f (U) est : L'axe des réel privé du point d'affixe 1

4 On a zA = 1 − 2i , zB = 3 − i , zA′ = −2 + 4i et zB′ = 5i
donc z−−→AB = 2 + i et z−−−→

A′B′
= 2 + i

Alors −−→AB =
−−−→
A′B′ .

De plus on a : (
̂−−→

AB,
−−→
BA′

)
≡ arg

(
zB′ − zB

zA − zB

)
[2π]

≡ arg
(6i − 3
2 + i

)
[2π]

≡ arg (3i) [2π]

≡ π
2
[2π]

D'où ABA′B′ est un rectangle
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5

a) On a g (zA) = zA′

g (zB) = zB′
⇒

azA + b = zA′

azB + b = zB′

⇒
a (1 + 2i) + b = −2 + 4i

a (3 + i) + b = 5i

⇒
a + b + 2ai = −2 + 4i ¬

3a + b + ai = 5i ­

­−¬⇒
2a − ai = 2 + i

b = −2 + 4i − 2ai − a

⇒

a =
2 + i
2 − i

b = −2 + 4i − 2ai − a

⇒

a =
3

5
+ i

4

5
b = −1 + 2i

b) Soit z ∈ C tel que z = x + iy On a :

g(z) = z⇒ az + b = z

⇒
(3
5
+ i

4

5

)
(x − iy) − 1 + 2i = x + iy

⇒ (3 + 4i) (x − iy) − 5 + 10i = 5x + 5yi
⇒ 3x − 3yi + 4xi + 4y − 5 + 10i = 5x + 5yi
⇒ 4y − 2x − 5 + (4x − 8y + 10) i = 0

⇒
4y − 2x − 5 = 0

4x − 8y + 10 = 0

⇒ 2x − 4y + 5 = 0

D'où l'ensemble ∆ est une droit d'équation : 2x − 4y + 5 = 0

c) gr
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1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

−6

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5−6

(∆)

×
A

×
B

×
A′

×

×

b

×
B′

d) La nature de g : Symétrie axiale
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Exercice 3
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1 La fonction t 7→ f (t)
t

est continue sur ]0,+∞[ , alors G f est dérivable sur ]0,+∞[ .
◃ Soit x ∈ ]0,+∞[ on a

(G f (x))
′ =

(∫ 3x

x

f (t)
t

dt
)′

= (3x)′ × f (3x)
3x
− (x)′ × f (x)

x

=
f (3x) − f (x)

x

D'où ∀x ∈ ]0,+∞[ , (G f (x))
, =

f (3x) − 3 f (x)
3x

2 si la fonction f est constante égale à 1 , alors ∀t ∈ ]0,+∞[ , f (t) = 1
◃ Soit x ∈ ]0,+∞[ on a

G f (x) =
∫ 3x

x

f (t)
t

dt

=

∫ 3x

x

1

t
dt

= [ln t]3x
x

= ln (3x) − ln (x)
= ln (3)

D'où G f (x) = ln 3

3 On suppose que f admet un développement limité à l'orde 2 en 0+

∀ ∈ ]0,+∞[ : f (t) = a + bt + ct2 + t2ε(t)
Alors

G f (x) =
∫ 3x

x

f (t)
t

dt

=

∫ 3x

x

a + bt + ct2 + t2ε(t)
t

dt

= a
∫ 3x

x

1

t
dt +

[
bt +

ct2

2
+ t2ε(t)

]3x

x

= a ln (3) + 2bx + 4cx2 + x2ε (x)

D'où G f (x) = a ln (3) + 2bx + 4cx2 + x2ε (x)

4 On a : lim
t→+∞

f (t) = 0 , donc d'après la définition de la limite : ∀ε > 0,∃α > 0 : t > α⇒ | f (t)| < ε

ln(3)

acer
Zone de texte 

acer
Zone de texte 
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Alors , ∣∣∣G f (x)
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∣

∫ 3x

x

f (t)
t

dt

∣∣∣∣∣∣
⇒

∣∣∣G f (x)
∣∣∣ ≤ ∫ 3x

x

∣∣∣∣∣∣ f (t)
t

∣∣∣∣∣∣ dt

⇒
∣∣∣G f (x)

∣∣∣ < ∫ 3x

x

ε

ln(3)t
dt

⇒
∣∣∣G f (x)

∣∣∣ < ε
Donc : ∀ε > 0,∃α > 0 : x > α⇒ |G f (x)| < ε
D'où lim

t→+∞
G f (x) = 0

4 On a d'après 3 :

(G f (x))
′ =

f (3x) − f (x)
x

=
cos (3x) − cos (x)

x

=
−2 sin (2x) sin (x)

x

(
car cos p − sin q = −2 sin

( p + q
2

)
sin

( p − q
2

))
x

sin(x)

sin(2x)

(G f (x))
,

0
π

2
π

3π

2
2π

0 + + 0 − − 0

0 + 0 − 0 + 0 − 0

0 − 0 + 0 + − 0

donc

x

(G f (x))
,

Variations de
G f

0
π

2
π

3π

2
2π

0 − 0 + 0 + − 0

6 La fonction t 7→ cos t est de classe C2 et nous connaissons son développement limité à l'ordre 2 au voisinage

de 0 : ∀ ∈ ]0,+∞[ : cos(t) = 1 − t2

2
+ t2ε(t)

Donc d'après 3

G f (x) = a ln (3) + 2bx + 4cx2 + x2ε (x)
= ln (3) − 2x2 + x2ε (x)
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D'où G f (x) = ln (3) − 2x2 + x2ε (x)

7 • Au voisinage de 0 on a : G f (x) = ln (3) − 2x2 + x2ε (x) , donc

lim
x→0

G f (x) = lim
x→0

ln (3) − 2x2 + x2ε (x) = ln(3)

Alors G est prolongeable par continuité en une fonction Ĝ f définie par :

Ĝ f (x) = G f (x) six > 0

Ĝ f (0) = ln(3)
.

De plus on a Ĝ,f (0) = 0 alors l'équation de la tangente (∆) en 0 est : y = ln(3)

puisque
∣∣∣∣Ĝ f (x)

∣∣∣∣ ≤ ln(3) . D'où la courbe de G f existe sous l'asymptote (∆)

8 Connaissant une primitive de t 7→ cos t , on pense à l’intégration par parties :u′(t) = cos(t)
v(t) =

1

t
⇒

u(t) = sin(t)
v′(t) = − 1

t2
Ce qui donne

G f (x) =
[sin t

t

]3x

x
+

∫ 3x

x

sin t
t2

dt

=
sin (3x)

3x
− sin (x)

x
+

∫ 3x

x t2
dt

D'où G f (x) =
sin (3x)

3x
− sin (x)

x
+

∫ 3x

x

sin(t)
t2

dt

9 Soit x ∈ ]0,+∞[ ∣∣∣∣∣∣
∫ 3x

x

sin(t)
t2

dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ 3x

x

1

t2
dt

≤
[
−1

t

]3x

x

≤ 2

x

et comme lim
x→+∞

2

x
= 0

D'où lim
x→+∞

∫ 3x

x

sin(t)
t2

dt = 0

• On a
G f (x) =

sin (3x)
3x

− sin (x)
x

+

∫ 3x

x

sin(t)
t2

dt

Alors
lim

x→+∞
G f (x) = lim

x→+∞

sin (3x)
3x

− lim
x→+∞

sin (x)
x

+ lim
x→+∞

∫ 3x

x

sin(t)
t2

dt = 0

car
lim

x→+∞

sin (3x)
x

= lim
x→+∞

sin (x)
x

= lim
x→+∞

∫ 3x

x

sin(t)
t2

dt = 0
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